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RESUMO 

 

Os usuários de cadeiras de rodas enfrentam várias dificuldades no dia-a-dia que incluem alto 

consumo energético durante a propulsão e esforço excessivo nos membros superiores levando, 

frequentemente, a dores e lesões articulares. Algumas soluções vêm sendo propostas para reduzir 

estes esforços, dentre as quais pode-se citar as promissoras cadeiras de rodas híbridas, dotadas 

de motores que auxiliam o cadeirante durante a propulsão manual da cadeira de rodas. Por outro 

lado, dentre todas as dificuldades dos cadeirantes, talvez a maior delas seja a transposição de 

obstáculos tais como degraus e desníveis. Para executar esta tarefa eles frequentemente realizam 

uma manobra conhecida como “wheelie” que consiste em empinar os pneus dianteiros da cadeira 

de rodas buscando o equilíbrio sobre as rodas traseiras para ultrapassar a barreira. A dificuldade 

para garantir o equilíbrio durante esta tarefa pode causar acidentes graves. O objetivo desta 

proposta de iniciação científica foi estudar, modelar e simular esta tarefa para cadeiras de rodas 

híbridas. 

 

Palavras Chave 

- “Wheelie”, Modelagem, Simulação. 

 

  



 
 

Centro Universitário da FEI 

Relatório Parcial 

             
 

LISTA DE FIGURAS 

 

Figure 1- Cama de criança ilustrada no vaso encontrado na Grécia. ................................ 10 

Figure 2 - Cama de criança ilustrada no vaso encontrado na Grécia. ............................... 11 

Figure 3- Rei Filipe II em sua cadeira. .............................................................................. 12 

Figure 4 - Veículo fabricado por Stephan Farfler. ............................................................ 12 

Figure 5 – Cadeira de rodas elaborada por Harry Jennings. ............................................. 13 

Figure 6 - Cadeira de Rodas Manual. ................................................................................ 14 

Figure 7 - Cadeira de Rodas Motorizada. ......................................................................... 15 

Figure 8 - Cadeira de Rodas Manual. ................................................................................ 16 

Figure 9 - Execução do “Wheelie”. ................................................................................... 17 

Figure 10 - Execução do wheelie para subir em uma prancha. ......................................... 18 

Figure 11- Relação do centro de gravidade com o eixo da roda. ...................................... 19 

Figure 12 - CG do sistema e forças normais nas rodas. .................................................... 19 

Figure 13 – Diagrama de corpo livre para o sistema om 1 DOF ...................................... 22 

Figure 14 - Diagrama de corpo livre para o sistema om 2 DOF ....................................... 25 

Figure 15 – Sistema Cadeira de Rodas + Usuário como um único bloco ......................... 28 

Figure 16 – Efeito da resistência ao rolamento no pneu ................................................... 29 

Figure 17 – Ilustração da resistência ao rolamento e a distribuição de tensões normais na 

superfície de contato. .................................................................................................................... 30 

Figure 18 – Classificação dos métodos para obter o momento de inércia. ....................... 33 

Figure 19 – Pêndulo físico ................................................................................................ 34 

Figure 20 – Representação do experimento para determinar o centro de massa .............. 37 

Figure 21 – Realimentação de estado ................................................................................ 38 

Figure 22 – Experimento para obter centro de massa da cadeira de rodas. ...................... 39 

Figure 23 – Intersecção entre as retas ............................................................................... 40 

Figure 24 – Segmentos corporais em relação a altura do usuário ..................................... 41 



 
 

Centro Universitário da FEI 

Relatório Parcial 

             
 

Figure 25 – Centro de Massa do usuário sentado na cadeira de rodas para um usuário de 

1,70 m ........................................................................................................................................... 42 

Figure 26 – Medição da massa da cadeira de rodas .......................................................... 43 

Figure 27 – Cadeira de rodas instrumentada com tacômetro. ........................................... 44 

Figure 28 – Massa normalizada. ....................................................................................... 45 

Figure 29 – Massa fixada na extremidade da roda. ........................................................... 46 

Figure 30 – Velocidade obtida pelo tacômetro. ................................................................ 46 

Figure 31 – Decaimento da velocidade da massa. ............................................................ 47 

Figure 32 - Oscilação da cadeira de rodas ........................................................................ 49 

Figure 33 – Experimento de oscilação da cadeira de rodas .............................................. 50 

Figure 34 – Resultado final da oscilação da cadeira de rodas ........................................... 50 

Figure 35- Análise do torque que deve ser aplicado a roda para empinar a CR. .............. 52 

Figure 36 – Simulação do regulador linear ....................................................................... 53 

 

  



 
 

Centro Universitário da FEI 

Relatório Parcial 

             
 

 

LISTA DE TABELAS 

Tabela 1 – Influências de diferentes características sobre a resistência ao rolamento. ..... 31 

Tabela 2 – Valores do seno para pequenos ângulos .......................................................... 35 

Tabela 4 – Dados para cálculo do centro de massa ........................................................... 41 

Tabela 3 – Resultado do experimento para determinar o momento de inércia. ................ 48 

 

  



 
 

Centro Universitário da FEI 

Relatório Parcial 

             
 

SUMÁRIO 

RESUMO .................................................................................................................. 3 

LISTA DE FIGURAS ............................................................................................... 4 

LISTA DE TABELAS .............................................................................................. 6 

SUMÁRIO ................................................................................................................ 7 

1. INTRODUÇÃO ..................................................................................................... 9 

1.1. OBJETIVO ..................................................................................................... 10 

2. REVISÃO BIBLIOGRÁFICA ................................................................................ 10 

2.1. BREVE HISTÓRIA DA CADEIRA DE RODAS ...................................................... 10 

2.2. IDENTIFICAÇÃO DOS USUÁRIOS DE CADEIRAS DE RODAS .............................. 13 

2.3. TIPOS DE CADEIRA DE RODAS ....................................................................... 14 

2.4. “WHEELIE” (EMPINAR) ................................................................................. 17 

2.5. MODELAGEM DO “WHEELIE” ........................................................................ 18 

2.6. WHEELIE COM AS CADEIRAS DE RODAS HÍBRIDAS ......................................... 20 

3. PROJETO .......................................................................................................... 20 

3.1. MODELAGEM DA CADEIRA DE RODAS .......................................................... 20 

3.1.1. MODELO DINÂMICO COM 1 GRAU DE LIBERDADE ........................................ 22 

3.1.2. MODELO DINÂMICO COM 2 GRAUS DE LIBERDADE ...................................... 25 

3.1.2.1. LINEARIZAÇÃO DO SISTEMA ..................................................................... 27 

3.1.3. TRANSIÇÃO DO ESTADO COM 1 GRAU PARA 2 GRAUS DE LIBERDADE .......... 27 

3.1.4. RESISTENCIA AO ROLAMENTO .................................................................... 29 

3.1.5. RESISTÊNCIA AERODINÂMICA ..................................................................... 31 

3.1.6. CÁLCULO DO MOMENTO DE INÉRCIA ........................................................... 32 

3.1.7. PÊNDULO FÍSICO ......................................................................................... 33 

3.1.8. CENTRO DE MASSA (CM) ........................................................................... 36 

3.2. CONTROLE ................................................................................................... 37 

3.3. PROCEDIMENTO EXPERIMENTAL .................................................................. 39 

3.3.1. CENTRO DE MASSA DA CADEIRA DE RODAS ............................................... 39 



 
 

Centro Universitário da FEI 

Relatório Parcial 

             
 

3.3.2. CENTRO DE MASSA DO USUÁRIO ................................................................ 40 

3.3.3. MASSA DA CADEIRA DE RODAS .................................................................. 43 

3.3.4. MOMENTO DE INÉRCIA DA RODA TRASEIRA ............................................... 44 

3.3.5. MOMENTO DE INÉRCIA DA CADEIRA DE RODAS .......................................... 48 

3.3.6. FORÇA APLICADA PARA INICIAR O WHEELING .............................................. 51 

3.4. SIMULAÇÃO DO REGULADOR LINEAR ........................................................... 52 

4. CONCLUSÃO .................................................................................................... 53 

5. APÊNDICE ........................................................................................................ 54 

5.1. ARTIGO PUBLICADO ..................................................................................... 54 

5.2. DESENHO DE BLOCOS PARA EXTRAÇÃO DE DADOS DO TACÔMETRO ............. 61 

5.3. FILTRO DO SINAL OBTIDO PELO TACÔMETRO ................................................ 61 

6.1. CENTRO DE MASSA DO USUÁRIO ................................................................... 63 

6.2. TORQUE NECESSÁRIO PARA REALIZAR O WHEELING ...................................... 67 

6.3. MODELO NÃO LINEAR .................................................................................. 71 

8. REFERÊNCIAS BIBLIOGRÁFICAS ....................................................................... 72 

 

 

  



 
 

Centro Universitário da FEI 

Relatório Parcial 

             
 

1. Introdução 

 De acordo com o Instituto Brasileiro de Geografia e Estatística (IBGE), aproximadamente 

45,6 milhões de pessoas possuem algum tipo de deficiência no Brasil. Destas, aproximadamente 

5,5 milhões fazem uso constante da cadeira de rodas. Os cadeirantes enfrentam diversas 

adversidades nas atividades diárias tais como esforço excessivo durante a propulsão, dores e lesões 

nos membros superiores e dificuldades para subir e descer degraus sozinhos (van der Woude et 

al., 2001; Cooper et al., 1999). 

Para mitigar algumas destas adversidades da utilização de cadeiras de rodas, soluções vêm 

sendo propostas, incluindo cadeiras com sistemas de propulsão alternativos à tradicional propulsão 

por meio de um aro acoplado diretamente à roda e cadeiras com propulsão manual assistida por 

motores elétricos, denominadas aqui cadeiras de rodas híbridas. Estas últimas não substituem a 

propulsão manual do cadeirante, mas o auxiliam, principalmente em rampas ou terrenos 

acidentados que impõem maior resistência ao rolamento como pavimentos complacentes tais como 

gramados e carpetes. Esta solução proporciona ao usuário benefícios cardiovasculares e músculo-

esqueléticos provenientes do exercício atrelado à propulsão manual enquanto evitando sobrecargas 

aos membros superiores.  

Uma das maiores dificuldades dos cadeirantes é a transposição de obstáculos como degraus, 

desníveis e rampas. Para realizar esta tarefa, os cadeirantes frequentemente empregam uma 

manobra denominada “wheelie” (do inglês) que consiste em empinar a cadeira de rodas para 

suspender as rodas dianteiras e equilibrar-se sobre as rodas traseiras (Kirby et al., 2001; Kirby et 

al., 2006). Esta tarefa é de difícil execução e requer bastante treino para seu aprendizado por 

envolver uma situação de equilíbrio instável que requer o controle contínuo e fino do cadeirante 

para evitar a queda. Muitos cadeirantes não são capazes de realizar esta tarefa satisfatoriamente o 

que pode levar a acidentes. 

A atuação disponível nas cadeiras híbridas poderia proporcionar auxílio ao usuário durante 

esta tarefa para garantir o equilíbrio e evitar acidentes. No entanto, as cadeiras híbridas atualmente 

comercializadas auxiliam o cadeirante na tarefa de propulsão, mas ainda não são dotadas de 

funcionalidades para auxiliar o usuário a realizar o wheelie. 
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1.1. Objetivo 

Neste contexto, o objetivo deste trabalho de iniciação científica é estudar a manobra wheelie 

por meio da modelagem e simulação computacional desta tarefa. Na primeira etapa do projeto, se 

propõe a investigação da influência de parâmetros como massa e localização do centro de massa 

sobre a estabilidade estática e dinâmica do sistema. Na segunda etapa, propõe-se a investigação de 

estratégias de controle do atuador de cadeiras híbridas de forma a garantir a estabilidade do sistema 

durante o wheelie.   

 

2. Revisão Bibliográfica 

2.1.  Breve história da cadeira de rodas 

Não há dúvidas que a roda é uma das invenções mais antiga e revolucionária nos tempos 

pré-históricos. Existe registro da sua primeira aparição na Mesopotâmia (Atual Iraque) a 4000 a.C.. 

Entretanto, o primeiro instrumento para transporte de pessoas deficientes ou doentes que ainda é 

usado nos dias atuais foi a maca, que poderia ser transportada pelos escravos daquela época. 

Existem algumas evidencias da existência de macas com rodas naquela época; mas somente a 

aparição de um objeto similar a este foi registrado em um vaso representando uma cama de criança 

(Figura 1) no século VI a.C. na Grécia (Kamenetz, 1969). 

 

Figure 1- Cama de criança ilustrada no vaso encontrado na Grécia. 
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Fonte: Silva e Del’acqua, 2005. 

A aparição mais antiga de um modelo semelhante de uma cadeira com rodas foi encontrada 

na China aproximadamente em 525 d.C. esculpida em uma pedra. Ainda na China foi inventado o 

carrinho de mão que também era utilizado para carregar pessoas doentes em 300 d.C. que foi 

trazido para a Europa durante as cruzadas em 1200. O pintor renascentista alemão Lucas Cranach 

pintou uma obra (Figura 2) em 1546 que mostra um idoso sendo carregado por um carrinho de 

mão em direção à fonte da juventude localizado no canto esquerdo inferior do quadro. 

 

Figure 2 - Cama de criança ilustrada no vaso encontrado na Grécia. 

Fonte: Kamenetz, 1969. 

 

Contudo, o veículo mais semelhante à cadeira de rodas atual foi criado em 1595 por Jehan 

Lhermite para o rei da Espanha, Filipe II (Cooper, 2007). Esta cadeira possuía quatro rodas, 

continha um estofamento de crina de cavalo e descanso de pé (Figura 3). Diferente das cadeiras de 

rodas manuais conhecidas atualmente, a cadeira do rei da Espanha era propulsionada por uma outra 

pessoa. Somente em 1655 um relojoeiro criou seu próprio veículo de transporte (Figura 4), mas 

parecido com um triciclo, que poderia ser propulsionado por ele mesmo. O mecanismo de 
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propulsão era uma manivela que aplicava uma força nas rodas através de manivelas (Kamenetz, 

1969). 

 

Figure 3- Rei Filipe II em sua cadeira. 

Fonte: Silva e Del’acqua, 2005. 

 

 

Figure 4 - Veículo fabricado por Stephan Farfler. 

Fonte: Silva e Del’acqua, 2005. 
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Somente em 1669 foram implementadas duas rodas nas extremidades da cadeira (Figura 

5), com finalidade de substituir os escravos. Esta versão é semelhante às cadeiras de rodas atuais, 

porém, no século XIX, foram substituídas as rodas de madeiras por rodas com aro de metal 

revestida com borracha por Harry Jennings. 

 

Figure 5 – Cadeira de rodas elaborada por Harry Jennings. 

Fonte: Silva e Del’acqua, 2005. 

 

2.2.  Identificação dos usuários de cadeiras de rodas 

 

De maneira geral, os usuários de cadeiras de rodas são aqueles que não conseguem se 

locomover utilizando as suas pernas por diversas razões. Para aqueles que possuem os membros 

superiores saudável são capazes de usar as cadeiras de rodas manuais. Geralmente eles são usuários 

que sofreram alguma lesão ou tiveram doenças que acometem o sistema locomotor, como (Cooper, 

2006):  

 Lesão da medula espinhal; 

 Espinha bífida; 

 Esclerose múltipla; 

 Amputação dos membros inferiores; 

 Poliomielite; 
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 Artrite; 

 Acidente vascular cerebral; 

 Idade avançada; 

 Doença cardiopulmonar. 

 

2.3.  Tipos de cadeira de rodas 

 

Existem três configurações principais de cadeiras de rodas: cadeira de rodas com propulsão 

manual, motorizada e híbrida.  

As cadeiras de rodas manuais, figura 6, têm vantagens sobre as outras tais como: 

 Baixo custo em relação às cadeiras de rodas com propulsão automática e híbrida; 

 Flexibilidade para transporte devido a sua estrutura mecânica; 

 Atividades musculares dos membros superiores, que acarretam bem-estar do usuário 

e benefícios cardiovasculares e músculo-esqueléticos; 

Entretanto, esta cadeira pode acarretar danos aos usuários devido aos grandes esforços em 

ambientes adversos tais como aclives, declives e terrenos acidentados ou complacentes como 

gramados e carpetes.   

 

Figure 6 - Cadeira de Rodas Manual. 

Fonte: http://valinhoshomecare.com.br 

http://valinhoshomecare.com.br/
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As cadeiras de rodas motorizadas, figura 7, são uma solução para as pessoas que não podem 

conduzir cadeiras de rodas manuais, como usuários que sofrem de paralisia cerebral ou com lesão 

medular alta como tetraplégicos. Mesmo com a facilidade de conduzir uma cadeira motorizada, 

existem barreiras em utilizar esta cadeira em certos ambientes, devido ao seu peso e dimensões 

maiores. Esta cadeira também estimula o sedentarismo do usuário, de forma que esta solução 

deve ser evitada sempre que possível.  

 

Figure 7 - Cadeira de Rodas Motorizada. 

Fonte: http://www.cirurgicaastmed.com.br 

 

Para aumentar a atividade física dos cadeirantes em relação às cadeiras com propulsão motora 

e reduzir o número e risco de lesões provocadas pelo excesso de esforço físico e sobrecarga 

articular, surgiu a cadeira de rodas híbrida. Estas cadeiras, figura 8, são dotadas de motores 

acoplados às próprias rodas ou a uma quinta roda. 

http://www.cirurgicaastmed.com.br/
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Figure 8 - Cadeira de Rodas Manual. 

Fonte: Alber, 2013. 

 

Existem três fatores que determinam o desempenho do usuário da cadeira de rodas, 

conhecido popularmente, por cadeirante: 

 Usuário – O cadeirante tem a tarefa de propulsionar a cadeira de rodas através da 

força aplicada ao aro da roda enquanto segura a mesma e empurra gerando 

movimento, no caso de cadeiras de rodas com propulsão manual; 

 Cadeira de rodas – A qualidade da cadeira de rodas também influência na 

performance do usuário; 

 Técnica – O usuário da cadeira de rodas deve possuir uma técnica de propulsão para 

que aproveite ao máximo o esforço muscular para gerar propulsão da cadeira. 

A combinação do usuário e da cadeira de rodas pode ser representado com um diagrama 

de corpo livre podendo se mover com certa velocidade e exposto a forças externas, tais como: 

resistência do ar, resistência ao rolamento, resistência através do atrito de peças internas e 

componente da força peso quando a cadeira de rodas se encontra em um plano inclinado. 
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Cada parte do corpo humano tem sua respectiva função para efetuar tarefas rotineiras. O 

usuário utiliza os membros superiores para se locomover a partir do uso da cadeira de rodas 

manual. Entretanto, esta parte do corpo humano não é adaptada para realizar esta atividade.  

Os pesquisadores de cadeiras de rodas utilizam três estratégias principais para estudar 

assuntos em geral ligados a propulsão, tais como: 

 Experimento com a cadeira de rodas em um percurso com a roda instrumentada 

com strain gauge, capaz de avaliar as forças aplicadas ao aro; 

 Análise muscular do usuário e cinemática de cadeiras de rodas instrumentadas em 

cima de uma esteira; 

 Por último, ensaio de um simulador de cadeiras de rodas padronizado e com 

regulagem básica para cada indivíduo. 

 

2.4.   “Wheelie” (Empinar) 

“Wheelie” ou empinar a cadeira de rodas, figura 9, é uma habilidade que o cadeirante deve 

desenvolver para poder ultrapassar obstáculos e até mesmo poder descansar no encosto de uma 

parede ou fazer uma manobra em um espaço reduzido (Kirby et al., 2001; Kirby et al., 2006). 

 

 

Figure 9 - Execução do “Wheelie”. 

Fonte: Denison, 2013. 
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Para execução desta tarefa, é necessária habilidade para manter a cadeira estável com as 

rodas dianteiras suspensas já que se trata de uma condição de equilíbrio instável, comparável 

ao pêndulo invertido. A falta de habilidade pode ocasionar sérios acidentes e limitar a 

locomoção do usuário. Na figura 10, é possível notar a importância do wheelie. 

 

 

Figure 10 - Execução do wheelie para subir em uma prancha. 

Fonte: Denison, 2013. 

2.5. Modelagem do “Wheelie” 

 

Para executar o “wheelie” é necessário desenvolver um modelo do sistema. Para que o 

usuário e a cadeira encontrem o equilíbrio, é necessário que o centro de gravidade do sistema 

(usuário + cadeira de rodas) esteja na mesma linha vertical que o centro do eixo da roda traseira 

(Denison, 2013). 
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Figure 11- Relação do centro de gravidade com o eixo da roda. 

Fonte: Denison, 2013. 

  

Na figura 11, a primeira situação descreve a cadeira com todas as rodas em contato com o 

chão. Neste caso, o sistema possui um grau de liberdade (1 DOF, do termo em inglês “Degree of 

freedom”, desprezando-se a deflexão dos pneus, a complacência da estrutura e o escorregamento 

das rodas. Neste caso, se a cadeira estiver em repouso ou com velocidade constante, garante-se o 

equilíbrio estático já que a projeção do CG sobre o solo encontra-se entre os pontos de contato das 

rodas traseiras e dianteiras, figura 12. 

 

 

Figure 12 - CG do sistema e forças normais nas rodas. 

Fonte: Autor.  
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Na segunda situação da figura 11, o centro de gravidade encontra-se na mesma linha 

vertical que o eixo da roda, o que representa uma condição de equilíbrio estático instável do 

sistema. Qualquer perturbação do sistema sem ação corretiva do usuário, o fará divergir da 

posição de equilíbrio. As outras duas situações não correspondem a condições de equilíbrio 

estático, pois o centro de gravidade não se encontra na mesma reta vertical que o eixo da roda. 

Nas condições 2 a 4 da figura 11, o sistema apresenta dois graus de liberdade já que a roda 

dianteira se encontra suspensa (Kauzlarich et al., 1986). 

 

2.6.  Wheelie com as cadeiras de rodas híbridas 

Como já identificado, as cadeiras de rodas híbridas possuem geralmente dois motores nos 

eixos das rodas traseiras para auxiliar o usuário durante a locomoção, figura 8. Estas cadeiras 

possibilitam redução da intensidade de propulsão do usuário por meio da aplicação de torque 

nas rodas pelos motores. A presença dos motores nas cadeiras de rodas híbridas poderia 

teoricamente auxiliar o usuário tanto na iniciação da tarefa do wheelie em que a cadeira é 

efetivamente empinada e/ou na manutenção do equilíbrio após a região de equilíbrio instável 

ter sido atingida. De acordo com o conhecimento deste autor, não há atualmente produtos 

comercias que ofereçam esta funcionalidade. 

 

3. Projeto 

3.1. Modelagem da Cadeira de Rodas 

Para melhorar a performance da cadeira de rodas ou adicionar novas funcionalidades, por 

exemplo, a tarefa de empinar proposta por este projeto de iniciação cientifica, é necessário 

conhecer as propriedades mecânicas do sistema. Entretanto, não podemos esquecer que devemos 

adicionar o efeito do usuário sobre a cadeira de rodas (Van der Woude, 2001). 

 O cadeirante deve aplicar um impulso com uma potência superior àquela necessária para 

movimentar a cadeira de rodas. A forças que oferecem resistência ao movimento são 

principalmente as seguintes: 



 
 

Centro Universitário da FEI 

Relatório Parcial 

             
 

 Resistência ao rolamento; 

 Resistência do ar; 

 Inclinação do terreno; 

 Atrito interno. 

Portanto, para que o usuário consiga de acelerar a cadeira de rodas, é necessário que ele 

aplique uma força superior às forças de oposição ao deslocamento. Esta força aplicada no sistema 

resulta uma aceleração que pode influenciar na estabilização do sistema. Quando a aceleração é 

inferior ao ponto de iminência ao tombamento o sistema possui um grau de liberdade, logo as 

quatro rodas estão apoiadas no chão. Caso o sistema fique instável, ou seja, caso ocorra o 

empinamento e a cadeira de rodas fique apenas com as duas rodas traseiras no chão o sistema 

possui dois graus de liberdade.  

Para encontrar o modelo dinâmico do sistema, dividimos a cadeira de roda em três corpos 

rígidos, cujos diagramas de corpo livre são ilustrados na figura 13. 
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3.1.1. Modelo dinâmico com 1 grau de liberdade 

 

  

Figure 13 – Diagrama de corpo livre para o sistema om 1 DOF 

Fonte: Autor 

Aplicando o teorema do movimento do baricentro a todo o sistema, temos: 

𝑀 ∙ 𝑎⃗ = ∑ 𝐹𝑖
⃗⃗⃗

𝑒𝑥𝑡𝑛
𝑖=1 , (1) 

onde 𝑀 é a massa total do sistema, 𝑎⃗ é a aceleração, e 𝐹𝑖 são as forças atuantes no sistema 

No eixo x: 

𝐹𝑇 + 𝐹𝑡 = 𝑀 ∙ 𝑣̇, (2) 

onde 𝑣̇ é a aceleração, 𝐹𝑇  𝑒 𝐹𝑡 são as forças de tração das rodas traseira e dianteira 

respectivamente. 



 
 

Centro Universitário da FEI 

Relatório Parcial 

             
 

No eixo y:  

𝑊𝑅 +  𝑊𝑟 = 𝑊    e (3) 

𝑊 = 𝑀 ∙ 𝑔 , (4) 

onde 𝑊𝑅 𝑒 𝑊𝑟 são as forças normais das rodas traseira e dianteira, W a soma dessas forças, 

e g a aceleração gravitacional. 

Aplicando o teorema do momento angular (equação 5) para cada corpo do modelo, temos:  

𝑚(𝐺 − 𝑂)^𝑎⃗0 +
𝑑

𝑑𝑡
( [𝑖 𝑗 𝑘⃗⃗]𝐽0 [

𝑊𝑥

𝑊𝑦

𝑊𝑧

]) = 𝑀⃗⃗⃗𝑒𝑥𝑡 , 

(5) 

onde m é a massa, a é aceleração, 𝐽𝑜 é o momento de inercia, W a velocidade angular e M 

o momento. 

 Aplicando a equação 3 na roda traseira, temos: 

𝐽𝑅 ∙ 𝜃̈ = 𝜏 − 𝐹𝑇 ∙ 𝑅 − 𝜏𝑅 , (6) 

onde 𝐽𝑅  é o momento de inercia, 𝜃̈ é a aceleração angular, 𝜏𝑅 é o momento gerado pela 

força resistiva ao  rolamento, 𝜏 é o momento gerado pela força aplicada pelo usuário, e R o raio da 

roda traseira. 

O ângulo correspondente ao deslocamento angular da roda é a razão entre o deslocamento 

e o raio da roda: 

𝜃 =
𝑥

𝑅
  . (7) 

 Logo, derivando esta expressão em função do tempo, temos a velocidade angular e também 

podemos obter a aceleração angular (equação 8) a partir de outra derivada em função do tempo 

𝜃̈ =
𝑣̇

𝑅
 . (8) 

 Podemos obter o momento ou torque provocado pelas forças atuantes na roda traseira de 

acordo com a seguinte relação: 

𝜏 = 𝐹 ∙ 𝑅′ e (9)
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𝜏𝑅 = 𝐹𝑅 ∙ 𝑅 , (10) 

onde F é a força aplicada pelo usuário,𝐹𝑅 é a força resultante da resistência ao 

rolamento na roda traseira, e 𝑅′ é o raio do aro propulsor. 

Substituindo as equações (4), (5) e (6) na equação (3), temos, 

𝐽𝑅 ∙
𝑣̇

𝑅2
=

𝐹∙𝑅′

𝑅
− 𝐹𝑇 − 𝐹𝑅 .     (11) 

Para a roda dianteira, temos: 

 𝐽𝑟 ∙ 𝛼̈ = −𝐹𝑡 ∙ 𝑟 − 𝜏𝑟. (12) 

Sabendo que o ângulo é a razão do deslocamento com o raio da roda dianteira: 

𝛼 =
𝑥

𝑅
 . (13) 

 Logo, derivando esta expressão em função do tempo, temos a velocidade angular e 

também podemos obter a aceleração angular a partir de outra derivada em função do tempo. 

𝛼̈ =
𝑣̇

𝑅
. (14)

Podemos obter o momento ou torque provocado através da força atuante na roda 

traseira de dianteira: 

𝜏𝑟 = 𝐹𝑟 ∙ 𝑟  . (15) 

 Portanto:

𝐽𝑟 ∙
𝑣̇

𝑟2 = −𝐹𝑡 − 𝐹𝑟  . 

 

(17) 

Substituindo as equações (8) e (11) na equação (2). 

𝐹 (
𝑅′

𝑅
) = (𝑀 +

𝐽𝑅

𝑅2
+

𝐽𝑟

𝑟2
) ∙ 𝑣̇ + 𝐹𝑅 + 𝐹𝑟   

 

 

 

 

 

 

 

(19)



Portanto, a equação (19) corresponde ao modelo dinâmico do sistema de 1 grau de liberdade.  

 

3.1.2. Modelo dinâmico com 2 graus de liberdade 

 

Figure 14 - Diagrama de corpo livre para o sistema om 2 DOF 

Fonte: Autor 

Aplicando o teorema do movimento do baricentro na roda da Figura 14, temos: 

𝑀𝑟 ∙ 𝑥̈ = 𝐹𝑡 − 𝑓𝑥,            (21) 

onde 𝑀 é a massa total do sistema, 𝑥̈ é a aceleração,  𝐹𝑡 é a força de tração, e 𝑓𝑥  é a força 

interna do sistema, lembrando que ela também age com intensidade oposta na cadeira de rodas. 

Aplicando o Teorema do Momento Angular na roda, temos: 

𝐽𝑅 ∙ 𝜃̈ = 𝜏 − 𝐹𝑡 ∙ 𝑅 − 𝜏𝑅 (22) 

𝐽𝑅 ∙ 𝜃̈ = 𝜏 − 𝐹𝑡 ∙ 𝑅 − 𝐹𝑅 ∙ 𝑅 (23) 

 Portanto, 

𝐹𝑡 =
−𝐽𝑅 ∙ 𝜃̈ + 𝜏 + 𝐹𝑅 ∙ 𝑅

𝑅
 

(24) 
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Substituindo a equação (24) na equação (21), temos: 

𝑓𝑥 =
−𝐽𝑅 ∙ 𝜃̈ + 𝜏 + 𝐹𝑅 ∙ 𝑅 + 𝑀𝑟 ∙ 𝑥̈ ∙ 𝑅

𝑅
  

(25) 

Sabendo que a posição do centro de gravidade da cadeira de rodas corresponde a seguinte 

equação: 

𝐶𝐺⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (𝑥)𝑖 + (𝑙 ∙ sin 𝜑)𝑖 + (𝑙 ∙ cos 𝜑)𝑗 (26) 

Derivando a equação (26) obtemos respectivamente a velocidade e aceleração do centro de 

massa: 

𝐶𝐺⃗⃗⃗⃗⃗̇⃗ = (𝑥̇)𝑖 + (𝑙 ∙ 𝜑̇ ∙ cos 𝜑)𝑖 − (𝑙 ∙ 𝜑̇ ∙ sin 𝜑)𝑗 (27) 

𝐶𝐺⃗⃗⃗⃗⃗̈⃗ = (𝑥̈ + 𝑙 ∙ 𝜑̈ ∙ cos 𝜑 − 𝑙 ∙ 𝜑̇2 ∙ sin 𝜑)𝑖 + (−𝑙 ∙ 𝜑̈ ∙ sin 𝜑 − 𝑙 ∙ 𝜑̇2 ∙ cos 𝜑)𝑗   (28) 

Aplicando o TMB na cadeira, resulta em: 

𝑀𝑐 ∙ 𝐶𝐺⃗⃗⃗⃗⃗⃗
𝑖

̈ = 𝑓𝑥 (29) 

Aplicando o TMA, temos. 

𝐽𝑐 ∙ 𝜑̈ = −𝜏 − 𝑓𝑦 ∙ 𝑙 ∙ sin 𝜑 +  𝑓𝑥 ∙ 𝑙 ∙ cos 𝜑 (30) 

−𝑓𝑦 ∙ sin 𝜑 + 𝑓𝑥 ∙ cos 𝜑 = − (
𝐽𝑐 ∙ 𝜑̈ + 𝜏

𝑙
) 

(31) 

Substituindo a equação (28) na equação (29), 

𝑀𝑐 ∙ (𝑥̈ + 𝑙 ∙ 𝜑̈ ∙ cos 𝜑 − 𝑙 ∙ 𝜑̇2 ∙ sin 𝜑) = 𝑓𝑥 (32) 

Igualando as equações (25), (32) e sabendo da seguinte relação: 

𝑥̈ = 𝜃̈ ∙ 𝑅 (33) 

Temos a primeira equação do modelo dinâmico do sistema de 2 graus de liberdade, 

[𝐽𝑅 + (𝑀𝑟 + 𝑀𝑐)𝑅2] ∙ 𝜃̈ + (𝑀𝑐𝑅𝑙 cos 𝜑) ∙ 𝜑̈ − 𝑀𝑐𝑅𝑙𝜑̇2 sin 𝜑 = 𝜏 − 𝐹𝑅𝑅     (34) 

Aplicando TMB na direção perpendicular entre o CG e o raio de giração, obtemos: 

−𝑓𝑦 ∙ sin 𝜑 + 𝑓𝑥 ∙ cos 𝜑 + 𝑀𝑐 ∙ 𝑔 ∙ sin 𝜑 = 𝑀𝑐 ∙ 𝑥̈ ∙ cos 𝜑 + 𝑀𝑐 ∙ 𝑙 ∙ 𝜑̈     (35) 

Substituindo a equação (30) na equação (35), resulta em: 

−
𝐽𝑐 ∙ 𝜑̈ + 𝜏

𝑙
= 𝑀𝑐 ∙ (𝑥̈ ∙ cos 𝜑 + 𝑙 ∙ 𝜑̈ − 𝑔 ∙ sin 𝜑) 

(36) 
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−𝐽𝑐 ∙ 𝜑̈ − 𝜏 = 𝑀𝑐 ∙ 𝑙 ∙ cos 𝜑 ∙ 𝑥̈ + 𝑀𝑐 ∙ 𝑙2 ∙ 𝜑̈ − 𝑀𝑐 ∙ 𝑔 ∙ 𝑙 ∙ sin 𝜑             (37) 

Substituindo a equação (33) em (37), temos a segunda equação do modelo dinâmico 

do sistema de 2 graus de liberdade: 

(𝑀𝑐 ∙ 𝑙 ∙ 𝑅 ∙ cos 𝜑) ∙ 𝜃̈ + (𝐽𝑐 + 𝑀𝑐 ∙ 𝑙2) ∙ 𝜑̈ − 𝑀𝑐 ∙ 𝑔 ∙ 𝑙 ∙ sin 𝜑 = −𝜏            (38) 

Portanto, o modelo dinâmico que rege o sistema corresponde as seguintes equações: 

[𝐽𝑅 + (𝑀𝑟 + 𝑀𝑐) ∙ 𝑅2] ∙ 𝜃̈ + (𝑀𝑐 ∙ 𝑅 ∙ 𝑙 ∙ cos 𝜑) ∙ 𝜑̈ − 𝑀𝑐 ∙ 𝑅 ∙ 𝑙 ∙ 𝜑̇2 ∙ sin 𝜑 = 𝜏 − 𝐹𝑅 ∙ 𝑅

(𝑀𝑐 ∙ 𝑙 ∙ 𝑅 ∙ cos 𝜑) ∙ 𝜃̈ + (𝐽𝑐 + 𝑀𝑐 ∙ 𝑙2) ∙ 𝜑̈ − 𝑀𝑐 ∙ 𝑔 ∙ 𝑙 ∙ sin 𝜑 = −𝜏
 

 

3.1.2.1. Linearização do sistema 

Para projetar um controlador por determinadas técnicas de controla, é necessário que 

o sistema seja linear. Portanto, para linearizar o modelo dinâmico do sistema anterior, fazemos 

as seguintes relações: 

cos(𝜑 + 𝛼) ≈ 1 

sin(𝜑 + 𝛼) ≈ 𝜑 

≈ 0 

Isso apenas acontece devido ao fato do erro previsto 𝛼 do sistema é muito pequeno e 

a velocidade 𝜑̇ é praticamente nula. Portanto temos: 

[𝐽𝑅 + (𝑀𝑟 + 𝑀𝑐) ∙ 𝑅2] ∙ 𝜃̈ + (𝑀𝑐 ∙ 𝑅 ∙ 𝑙) ∙ 𝜑̈ = 𝜏 − 𝐹𝑅 ∙ 𝑅

(𝑀𝑐 ∙ 𝑙 ∙ 𝑅 ∙ cos 𝜑) ∙ 𝜃̈ + (𝐽𝑐 + 𝑀𝑐 ∙ 𝑙2) ∙ 𝜑̈ − 𝑀𝑐 ∙ 𝑔 ∙ 𝑙 ∙ 𝜑 = 𝜏
 

 

3.1.3. Transição do estado com 1 grau para 2 graus de liberdade 

Para estudar o sistema completo para realizar o wheeling, é necessário conhecer todas 

as fases do sistema; inclusive a fase de transição do sistema estável, quando ele está com todas 

rodas apoiadas no chão, até o sistema sobre duas rodas. 
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Figure 15 – Sistema Cadeira de Rodas + Usuário como um único bloco 

Fonte: Autor. 

Portanto, através do sistema da figura 15, devemos aplicar o teorema do momento 

angular, que resulta em: 

𝑀 ∙ (𝐺 − 𝑂)𝑎𝑜⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = ∑ 𝑀𝑜 
(39) 

Como o sistema apenas translada e não rotacional, a derivada da velocidade é nula, 

logo temos: 

𝑀 ∙ {(𝐿𝑇)𝑖 + (ℎ𝐺)𝑗} × 𝑣̇𝑖 = −𝑀 ∙ 𝑔 ∙ (𝐿𝑇)
𝑘⃗⃗ + 𝑁𝑑(𝐿)𝑗 (40) 

Isolando a aceleração, temos a seguinte expressão: 

𝑣̇ =
𝑀 ∙ 𝑔 ∙ 𝐿𝑇 − 𝑁𝑑𝐿

𝑀 ∙ ℎ𝐺
 

(41) 

Para a eminência da transição temo a força norma da roda dianteira nula, logo a aceleração 

neste instante corresponde a: 

𝑣̇ =
𝑔 ∙ 𝐿𝑇

ℎ𝐺
 

(42) 



 
 

Centro Universitário da FEI 

Projeto de pesquisa 

            

 
 

 

29 de 74 

 

 

3.1.4. Resistência ao Rolamento 

Resistência ao rolamento é a principal força resistiva ao deslocamento da cadeira de 

rodas (Van der Woude, 2001). Ela surge a partir da dissipação de energia durante a rotação de 

um corpo em uma superfície. Geralmente, é causada por um efeito não elástico.  

 Cossalter (2006) afirma que a força resistiva depende da carga aplicada sobre o pneu, 

rigidez radial, pressão de inflação (calibragem), velocidade radial e temperatura do pneu. Na 

figura 14 a parte mais escura ilustra a deformação de um pneu qualquer, relacionada à energia 

dissipada. O principal fenômeno relacionado a esta dissipação de energia é a histerese do 

material do pneu durante sua deformação.  

 

Figure 16 – Efeito da resistência ao rolamento no pneu 

Fonte: Cossalter, 2006. 

 

 A histerese causa uma assimetria na distribuição das tensões normais ao longo da 

superfície de contato entre o pneu e o pavimento. As tensões normais serão maiores no lado 

do eixo correspondente ao sentido de velocidade, veja a figura 15. Portanto, a força resistiva 

ao rolamento surge em oposição à velocidade.   
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Figure 17 – Ilustração da resistência ao rolamento e a distribuição de tensões normais 

na superfície de contato. 

Fonte: Cossalter, 2006. 

  

 A força resistiva ao rolamento pode ser determinada pelo produto de um coeficiente 

de resistência ao rolamento pela força normal. Este coeficiente pode ser calculado através da 

razão entre o coeficiente de fricção d e o raio da roda R (Van der Woude, 2001).  

𝐹𝑤 =  𝑓𝑤𝑁 =
𝑑

𝑅
𝑁  

(43) 

 Para pneus automobilístico, existem testes normalizados por entidades confiáveis para 

determinar o coeficiente de resistência ao rolamento, como a SAE (Society of Automotive 

Engineers) ou ISO (International Organization for Standardization): ISO 18164:2005, SAE 

J1269 e SAE J2452. Ambas entidades realizam os testes em condições realistas de uso.  

 Para os pneus de cadeira de rodas, não existe um teste normalizado para determinar o 

coeficiente de resistência ao rolamento. Por isso, muitos pesquisados realizam seus próprios 

testes para determinar este coeficiente. Este coeficiente pode ser determinado a partir da 

medição da força aplicada à cadeira de rodas sobre diversos tipos de superfície (Van der 
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Woude, 2001). Também pode ser medido através de uma célula de carga sobre uma esteira 

(Gordon, 1989). 

 Van der Woude (2001) compilou uma lista de fatores que afetam a força de resistência 

ao rolamento, Tabela 1.  

 

Tabela 1 – Influências de diferentes características sobre a resistência ao rolamento. 

Fonte: (Van der Woude et al, 2001). 

 

3.1.5. Resistência aerodinâmica  

A resistência do ar ou resistência aerodinâmica é a força que se opõe à velocidade do 

corpo relativa ao ar. Apesar de esta força ser desprezável para baixas velocidades, van der 

Woude (2001) afirma que esta é o segundo fator mais importante responsável pela dissipação 

de energia em altas velocidades (Van der Woude, 2001). Entretanto, apenas atletas são 

capazes de atingir velocidades equivalentes de 5 a 10 𝑚 𝑠⁄ . Para calcular esta força, utilizamos 

a seguinte equação (44). 

𝐹𝑎𝑖𝑟 =  
1

2
𝐷(𝑉𝑤 − 𝑉1)2𝐴 ∙ 𝐶𝐷 , (44) 

Onde D é a densidade do ar (D = 1,23 𝑘𝑔𝑚−3), 𝑉𝑤 é a velocidade da cadeira de rodas, 𝑉1 é a 

velocidade do vento, 𝐴 é a área frontal da cadeira de rodas e usuário e  𝐶𝐷 é o coeficiente de 

resistência aerodinâmica ou coeficiente de arrasto 

O coeficiente de arrasto para cadeira de rodas convencionais corresponde a 

aproximadamente 0,96. Com a adição do usuário este valor foi de 1,40 (Hofstad et al, 1994). 

Como visto na equação anterior, a geometria frontal da cadeira de rodas tem uma importância 
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significativa para a força, assim como a sua velocidade. No nosso estudo, a cadeira de roda 

estudada é a convencional. As únicas cadeiras de rodas capazes de alcançar uma velocidade 

significativa do ponto de vista da força de arrasto são as cadeiras de rodas modificadas para 

corridas. De acordo com van der Woude (2001), para as velocidades típicas de 

aproximadamente 1 𝑚
𝑠⁄  a força de arrasto será equivalente será de apenas em torno de 1 N; 

porém, quando esta velocidade alcança os 5 𝑚
𝑠⁄ , esta força é elevada para valores na casa 

dos 14  𝑁 (Van der Woude, 2001). 

 

3.1.6. Cálculo do momento de inércia 

Antes de iniciar a modelagem dinâmica da cadeira de rodas, é necessário dividi-la em 

partes com o objetivo de simplificar o sistema: 

 Estrutura principal da cadeira de rodas; 

 Rodas traseira e dianteira; 

 Usuário. 

Para cada divisão do sistema temos diferentes propriedades, como massa, centro de 

massa, momento de inércia.  

Momento de inércia (J) é a grandeza física que está relacionada com a dificuldade 

impor uma aceleração angular a um corpo. Ela é uma grandeza que descreve a distribuição de 

massa de um corpo em torno de seu eixo de rotação. A unidade de medida do momento de 

inércia é  

[𝐽] = 𝑘𝑔 ∙ 𝑚2  . (45) 

O momento de inércia de um corpo em relação a um determinado eixo pode ser 

calculado através da seguinte expressão 

𝐽 = ∫ 𝑟2 ∙ 𝑑𝑚 
 

𝐶
  , (46) 

onde dm é a massa de um elemento infinitesimal situado a uma distância r do eixo em questão. 

 Para corpos com geometria e massa bem conhecidos é possível explorar as equações 

anteriores e determinar o momento de inércia através de cálculos numéricos ou mesmo 

programas computais; por exemplo programas de CAD (Computer-Aided Design). Entretanto, 

para os corpos com geometrias mais complexas, formado por diversos materiais com 
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diferentes densidades é necessário realizar experimentos práticos para a determinação desta 

quantidade. 

O momento de inércia pode ser medido por testes dinâmicos.  O corpo em estudo é 

colocado em movimento e a partir de determinados parâmetros é possível extrair esta grandeza 

física. Quando o corpo é colocado em rotação, podemos obter um movimento periódico ou 

não periódicos. Um movimento não periódico do objeto em estudo permite a extração do 

momento de inércia através da medição da aceleração (acceleration) angular do mesmo. Um 

movimento permite a estimativa do momento de inércia através do período de oscilação 

(Oscillation) do corpo (Genta and Delprete, 1992). Portanto, podemos classificar os 

experimentos de acordo com a Figura 16. 

 

Figure 18 – Classificação dos métodos para obter o momento de inércia. 

Fonte: Genta and Delprete, 1992. 

Os métodos experimentais de oscilação são superiores aos testes de aceleração devido 

à facilidade e flexibilidade para realização do experimento, obtendo-se um erro muito 

pequeno. Os experimentos mais utilizados para determinar o momento de inércia de um corpo 

qualquer são aqueles baseados em pêndulos de torsão (Torsional pendulum) e pêndulos 

multifilares (Multifilar pendulum).  

 

3.1.7. Pêndulo Físico 

O pendulo físico é composto por um corpo suspenso em um campo gravitacional que 

oscila em torno de seu eixo de rotação. Na figura 17, temos à esquerda um corpo de massa m 
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suspenso por uma corda partindo do repouso com um ângulo inicial ϕ. Na mesma figura 

temos uma roda articulada em seu eixo, à qual é afixado um corpo de massa conhecida. A 

roda parte também do repouso com ângulo ϕ. 

 

Figure 19 – Pêndulo físico 

Fonte: Autor. 

Podemos relacionar o momento resultante 𝝉 do corpo suspenso através do produto do 

momento de inércia total do sistema em relação ao eixo de rotação 𝑱 pela aceleração angular 

𝜶 : 

𝜏 = 𝐽 ∙ 𝛼 , (47) 

Onde: 

𝛼 =
𝑑2𝜃

𝑑𝑡2   . (48) 

 Através da figura 17, podemos determinar o momento da força peso em relação ao 

eixo de rotação, 

𝜏 =  −𝑚𝑔𝑑 ∙ sin 𝜃  , (49) 
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onde g é a aceleração gravitacional, d é a distância entre o corpo e o centro de rotação, e . 𝜃 o 

ângulo como ilustrado na figura 17. 

Substituindo as equações (16) e (17) na equação (15), temos: 

−𝑚𝑔𝑑 ∙ sin 𝜃 = 𝐽 
𝑑2𝜃

𝑑𝑡2   . (50) 

 Resultando na seguinte equação diferencial:   

𝑑2𝜃

𝑑𝑡2 +
𝑚𝑔𝑑∙sin 𝜃

𝐽
= 0  . (51) 

 Podemos fazer uma simplificação de 𝐬𝐢𝐧 𝜽 = 𝜽 para pequenos ângulos. Veja alguns 

valores na Tabela 2 que evidenciam a qualidade da aproximação para ângulos pequenos. 

θ ( ° ) θ (rad) sen (θ) 

-5 -0.0873 -0.0872 

-4 -0.0698 -0.0698 

-3 -0.0524 -0.0523 

-2 -0.0349 -0.0349 

-1 -0.0175 -0.0175 

0 0.0000 0.0000 

1 0.0175 0.0175 

2 0.0349 0.0349 

3 0.0524 0.0523 

4 0.0698 0.0698 

5 0.0873 0.0872 

Tabela 2 – Valores do seno para pequenos ângulos 

Fonte: Autor. 

 Resolvendo a equação homogênea e linear anterior, obtemos as seguintes expressões 

para o período de oscilação para o pêndulo simples: 

𝑇 = 2𝜋√
𝐽

𝑚𝑔𝑑
  , 

(52) 

onde T é o período de oscilação.   
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Para determinar o momento de inércia da roda traseira foi adicionada uma massa com 

dimensões e massa conhecidas na extremidade da roda. Através da análise da oscilação é 

possível estimar o momento de inercia. Portanto, podemos encontrar este valor de acordo com 

as seguintes expressões: 

𝐽 = 𝐽𝑅 + 𝑚𝑑2   (53) 

𝑇 = 2𝜋√
𝐽𝑅 + 𝑚𝐿2

𝑚𝑔𝑑
= 2𝜋√

𝐽𝑅

𝑚𝑔𝑑
+

𝐿2

𝑔𝑑
   

(54) 

(
𝑇

2𝜋
)

2

=
𝐽𝑅

𝑚𝑔𝑑
+

𝑑2

𝑔𝑑
   

(55) 

𝐽𝑅 = (
𝑇2

4𝜋2 −
𝑑

𝑔
) 𝑚𝑔𝑑 = (

𝑔𝑇2

4𝜋2 − 𝑑) 𝑚𝑑  , (56) 

onde 𝐽𝑅 é o momento de inércia da roda traseira, T é o período, d é a distância entre o 

corpo e o centro da roda, m é a massa do corpo, e g é a aceleração da gravidade. 

Portanto, conhecendo a massa do corpo m, a distância entre ele e o eixo de rotação d e 

o período de oscilação, podemos determinar o momento de inércia da roda. 

 

3.1.8. Centro de Massa (CM) 

Conhecer a posição geométrica do centro de massa é importante para determinação de 

diversos parâmetros do sistema. Para isso, pesquisadores utilizam técnicas computacionais, 

experimentos ou cálculos para determinar esta grandeza. Para sistemas que consistem de 

geometrias e massas conhecidas, podem ser facilmente calculados através da distribuição de 

massa ao longo de suas dimensões ou através de softwares de desenho como AutoCAD e 

Inventor. Entretanto, para sistema com geometrias complexas e massas variáveis se tornam 

mais trabalhoso. Para contornar esta situação podemos realizar experimentos que não 

demandam o conhecimento das medidas geométricas e massa do sistema.  
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Quando um material de formato e massa qualquer é fixado e suspenso em apenas um 

ponto, o centro de massa deste corpo permanece alinhado ao eixo vertical como ilustrado na 

figura 20. Portanto, suspendendo este mesmo material em diversos pontos e fazendo a 

intersecção desses eixos criados, podemos obter o centro de massa do sistema.  

 

 

Figure 20 – Representação do experimento para determinar o centro de massa 

3.2.  Controle  

O objetivo principal deste trabalho foi o levantamento dos parâmetros físicos da 

cadeira de rodas para realizar a tarefa de empinar. Entretanto, para dar continuidade no 

trabalho foi proposto um controlador baseado na lei de controle a seguir: 

𝜏 =  −𝑘 ∙ 𝑥 (57) 

E para resolver esta lei de controle, foi utilizado a regulação linear quadrática.  

Na figura 21 está ilustrado a lei de controle, onde o vetor de estado x corresponde a: 
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𝑥 = [𝜑 𝜑̇ 𝜃̇] (58) 

Onde, 𝜑 representa o ângulo da cadeira de rodas, 𝜑̇ é a velocidade angular da cadeira 

de rodas em torno do eixo traseiro, e 𝜃̇ é a velocidade angular da roda traseira. 

O vetor referência 𝑥𝑟 corresponde a: 

𝑥𝑟 = [𝜑𝑟 𝜑̇𝑟 𝜃𝑟̇] (59) 

 

Figure 21 – Realimentação de estado 

Fonte: Autor 

A lei de controle utilizada tende a ter boas propriedades, pois é considerado que a 

dinâmica do modelo linearizado é aproximadamente igual ao modelo não linear. Também, 

confere-se ao regulador linear: 

 Elevada margem de ganho e margem de fase, que, em geral, implica em 

excelente robustez do sistema à estabilidade. 

 Tolerância aos erros de calibração do sensor do ângulo  𝜑 
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3.3. Procedimento Experimental 

 

3.3.1. Centro de Massa da Cadeira de Rodas 

Para determinar o centro de massa da cadeira de rodas foi utilizado a técnica de 

suspensão. Com o auxílio de uma corda e uma estrutura rígida foi possível erguer a cadeira 

de rodas. Foi realizado a suspensão por três pontos diferentes para garantir a posição correta 

do centro de massa. 

 Veja na figura 29 que foi utilizado um plumo para marcar a linha vertical que passa 

pelo centro de massa. Logo, com a análise das imagens foi feito a intersecção entre essas retas. 

Na Figura 28, representa as intersecções entre as retas obtidas. Note que o valor das cotas não 

possui unidade de medida; pois, elas correspondem ao número de pixels das fotos. Na figura 

20, temos as três retas plotadas uma sobre a outra para determinar o centro de massa. 

 

 

Figure 22 – Experimento para obter centro de massa da cadeira de rodas.  

Fonte: Autor 

 

Veja na figura 23 que existe uma diferença pequena entre as intersecções. Como esta 

diferença corresponde cerca de 1 cm podemos considerar uma diferença insignificativa pois 

levando em conta a adição do usuário cujo centro de massa também não é preciso e ainda 

temos que levar em conta.  

Logo, o experimento resultou a posição do centro de massa na seguinte coordenada 

geométrica em relação ao eixo traseiro: 58 e 249 mm. 
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Figure 23 – Intersecção entre as retas 

 

3.3.2. Centro de Massa do Usuário 

A posição do centro de massa do usuário varia de uma pessoa para outra devido as 

características únicas de cada pessoa. Portanto, para encontrar esta posição, foi utilizado dados 

antropométricos que relacionam o comprimento, massa, e centro de massa para cada parte do 

corpo humano de acordo com a massa ou altura da pessoa. 

Na Figura 31, temos os comprimentos dos segmentos corporais expresso pela altura 

do usuário. Já na tabela 4, temos o Centro de Massa e Raio de Giração de cada segmento 

expressado também pela altura. 
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Figure 24 – Segmentos corporais em relação a altura do usuário 

Fonte: Winter, 2009 

Tabela 3 – Dados para cálculo do centro de massa 

 

Fonte: Winter, 2009 
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 O corpo humano possui uma distribuição de massa maior nos membros inferiores até 

o tórax. Por esta razão, para calcular o centro de massa foi utilizado os segmentos que 

compõem o HAT (Heat, arms and trunk). 

 Para calcular o centro de massa do corpo humano deve ser obtido o centro de massa 

de cada segmento e depois calcular a posição resultante. Para isso, utilizamos a seguinte 

equação: 

𝐶𝐺𝑥 =
∑ 𝐶𝐺𝑥𝑖 ∙ 𝑚𝑖

𝑖
1

∑ 𝑚𝑖
𝑖
1

 
          (60) 

𝐶𝐺𝑦 =
∑ 𝐶𝐺𝑦𝑖 ∙ 𝑚𝑖

𝑖
1

∑ 𝑚𝑖
𝑖
1

 
          (61) 

 

Figure 25 – Centro de Massa do usuário sentado na cadeira de rodas para um usuário 

de 1,70 m 

Fonte: Autor. 

 

 Como são diversos segmentos e pelo grau de dificuldade de realizar essas contas 

manualmente, foi criado um script cujas variáveis são a altura do usuário e fixado a posição 
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do usuário de acordo com a figura 30. Os círculos da cor azul correspondem a extremidade 

dos segmentos; os losangos da cor preta correspondem ao centro de massa de cada segmento; 

o “x” rosa acima da roda corresponde ao centro de massa do usuário; o outro “x” rosa 

corresponde ao centro de massa somente da cadeira de rodas; e por último o “x” em vermelho 

é o centro de massa global do sistema. 

 

3.3.3. Massa da Cadeira de Rodas 

Para obter a massa da cadeira de rodas foi utilizado uma célula de carga instrumentada 

com extensômetro, também conhecido como strain gauge. Este dispositivo converte a 

deformação mecânica em uma variação resistiva ôhmica. Portanto, através de um circuito 

elétrico pode realizar a leitura da tensão dissipada neste resistor e converte-lo em uma unidade 

de medida. No nosso caso, foi utilizado um equipamento de aquisição de dados (Modelo P3, 

Arotec Indústria e Comércio) que converte automaticamente a deformação ocorrida na célula 

de carga para a unidade de medida quilograma  

 

Figure 26 – Medição da massa da cadeira de rodas 

Fonte: Autor. 
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Portanto, para obter a massa da cadeira foi realizado a fixação da célula de carga na 

estrutura representada na figura 26 e em seguida foi fixado a cadeira de rodas com o auxílio 

de uma corda. O experimento foi realizado com as rodas fixadas na cadeira de rodas no 

primeiro momento, e em seguida, removida as rodas traseiras. 

Na figura 26 podemos notar a medição da massa da cadeira com e sem as rodas e 

também podemos ver no lado direito da imagem a célula de carga utilizada.  

A massa obtida da cadeira corresponde a 12,7 kg, enquanto a massa de cada roda 

corresponde a 2,54 kg.   

 

3.3.4. Momento de Inércia da Roda Traseira 

A partir da equação 56, podemos determinar o momento de inércia. Entretanto, para 

isso é necessário conhecer todas as variáveis da equação. Podemos facilmente obter a massa 

e a distância entre ela e o eixo de rotação, utilizando balança de precisão e um instrumento de 

medida. Para determinar o período da oscilação do experimento, utilizamos um tacômetro 

(instrumento para medir velocidade) fixado no eixo da roda. 

 

Figure 27 – Cadeira de rodas instrumentada com tacômetro. 

Fonte: Autor. 
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Para alcançar melhores resultados, foram utilizadas duas massas calibradas com 

dimensões bem conhecidas. A primeira massa com 930 g e a segunda com 922 g. A partir de 

um parafuso de fixação foi possível uni-las e obter uma nova massa com 1852 g. 

 

Figure 28 – Massa normalizada. 

Fonte: Autor. 

 

Com a roda instrumentada e com as massas conhecidas, foi realizado a fixação dessas 

massas e o experimento. Para isso, foi obtido a velocidade da massa durante o seu movimento 

oscilatório sub-amortecido a partir de um ângulo inicial. A cadeira de rodas foi posicionada 

de maneira que a roda se movimente livremente.  

A extração dos dados experimentais foi realizada por uma placa de aquisição de dados 

da National Instruments PCI 6221-37 e o auxílio do MATLAB. Foi utilizado um pacote capaz 

de se comunicar com o Simulink em tempo real, conhecido como Real-Time Windows Target 

(RTWT). O ruído deve ser tratado antes de qualquer outra tarefa. Na Figura 30, sinal original 

(azul) é o sinal obtido pela placa de aquisição e possui ruído. O sinal em vermelho é o sinal 

filtrado no MATLAB por um filtro média-móvel, cujo objetivo é diminuir os efeitos do ruído. 
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Figure 29 – Massa fixada na extremidade da roda. 

Fonte: Autor.

 

Figure 30 – Velocidade obtida pelo tacômetro. 

Fonte: Autor. 
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Note que o decaimento do sinal no gráfico da figura 22 não se assemelha a uma 

oscilação harmônica subamortecida, para a qual ocorreria um decremento logarítmico. Isso se 

deve provavelmente à presença de atrito do tipo seco e/ou atrito de resistência ao rolamento. 

O lento decaimento, no entanto, evidencia que o atrito é pequeno e que, portanto, a frequência 

natural de oscilação é muita próxima da frequência natural amortecida, o que justifica a 

utilização da equação (56).   

Na Fig. 21, observa-se também que o sinal aparece retificado. Isso acontece devido à 

maneira com que o tacômetro faz a leitura dos sinais, pois apenas realiza a leitura de 

velocidades positivas. Logo, partes da curva foram espelhadas para reproduzir o sinal original 

de velocidade angular, veja a figura 31.  

 

Figure 31 – Decaimento da velocidade da massa. 

Fonte: Autor. 
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Este experimento foi realizado diversas vezes, com o intuito de minimizar o erro. Para 

isso, foram utilizadas duas massas, e também foi realizado o experimento para cada massa 

com diversos ângulos inicias distintos. Para obter melhores resultados, foi utilizado a média 

dos períodos de uma oscilação para determinar os momentos de inércia. Veja os resultados 

obtidos na tabela 3 

Massa em kg Ângulo ° Momento de Inércia Kg𝒎𝟐 

0.930 

15 0.1373 

30 0.1385 

60 0.1407 

90 0.1432 

0.922 

15 0.1392 

30 0.1401 

60 0.1480 

Tabela 4 – Resultado do experimento para determinar o momento de inércia. 

Fonte: Autor. 

A título de comparação com os valores obtidos experimentalmente, considere que toda 

a massa da roda esteja concentrada ao longo de sua periferia a uma distância do eixo de 0,275 

mm. Neste caso, o momento de inércia seria 

𝐽𝑡𝑒𝑜 = 𝑚 ∙ 𝑟2 

𝐽𝑡𝑒𝑜 = 2,546 ∙ 0.2752 

𝐽𝑡𝑒𝑜 = 0,193 𝑘𝑔𝑚2 

Como a roda real não possui sua massa concentrada na extremidade dela, espera-se 

um valor menor que este calculado, como, de fato, observado na tabela 3. Logo, os valores 

obtidos para os experimentos são consistentes. 

 

3.3.5. Momento de Inércia da Cadeira de Rodas 

Para estimar o momento de inércia da cadeira de rodas foi realizado o experimento de 

oscilação para determinar o período de oscilação. Para isso, foi fixado as rodas da cadeira 

sobre duas mesas através de grampos de fixação. Para garantir a fixação, também foi utilizado 
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calços para atenuar a vibração gerada pelo sistema enquanto for submetida pela movimentação 

da cadeira em torno do eixo das rodas traseiras. 

 

 

 

Figure 32 - Oscilação da cadeira de rodas 

Fonte: Autor 

A extração dos dados experimentais também foi realizada por uma placa de aquisição 

PCI 6221-37 em tempo real. Devido ao ruído e a qualidade do tacômetro fixado no eixo das 

rodas foi necessário filtrar os dados e eliminar as frequências menores que 6 Hz. Veja na figura 

33 o gráfico obtido no experimento. A linha em ciano é a leitura real do tacômetro, enquanto 

a linha sobreposta é o sinal filtrado. Na figura 34 representa o resultado final da filtragem e 

ajuste dos dados experimentais sobre os dois planos no gráfico. 
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Figure 33 – Experimento de oscilação da cadeira de rodas  

Fonte: Autor 

 

Figure 34 – Resultado final da oscilação da cadeira de rodas 

Fonte: Autor. 
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Portanto, através da figura 34, foi extraído o período de oscilação. Em seguida, foi 

determinado o momento de inércia da cadeira de rodas utilizando a equação 56, que 

corresponde a 1,67  𝑘𝑔𝑚2. 

A título de comparação com os valores obtidos experimentalmente, considere que toda 

a massa da cadeira de roda esteja concentrada no centro de massa que está localizado a 256 

cm do eixo traseiro. Neste caso, o momento de inércia seria 

𝐽𝑡𝑒𝑜 = 𝑚 ∙ 𝑟2 

𝐽𝑡𝑒𝑜 = 17,79 ∙ 0.2562 

𝐽𝑡𝑒𝑜 = 1,17 𝑘𝑔𝑚2 

Como o centro de massa da cadeira de rodas foi obtido experimentalmente. Portanto, 

é apenas uma estimativa, podemos considerar os resultados consistente. Por exemplo para 

uma variação de 15% da distância do centro de massa, temos um momento de inércia 

equivalente a 1,54  𝑘𝑔𝑚2. 

 

3.3.6. Força aplicada para iniciar o wheelie 

Como já descrito neste trabalho, temos dois modelos dinâmico que regem o sistema: 

com 1 grau de liberdade, onde a cadeira está com todas as rodas sobre o chão e com 2 graus 

de liberdade, no qual a cadeira está apenas sobre duas rodas. Portanto, para analisar o 

momento da transição do estado com 1 grau para 2 graus de liberdade, foi gerado um gráfico 

que relaciona a altura do usuário, a distância longitudinal do eixo traseiro para encontrar o 

torque necessário para realizar o wheeling.  

Como já descrito, utilizando a equação (49) que corresponde a aceleração na eminência 

do empinamento na equação (12), temos a seguinte equação: 

𝜏

𝑅
= (𝑀 +

𝐽𝑅

𝑅2
+

𝐽𝑟

𝑟2
) ∙

𝑔 ∙ 𝐿𝑇

ℎ𝐺
+ 𝐹𝑅 + 𝐹𝑟    

(62) 

Utilizando a equação (62) foi analisado o torque mínimo necessário para realizar 

o wheeling para a variação de altura de 1,6 a 1,9 m e com uma variação de 20 cm da 

distância horizontal do centro de massa com o ombro. A massa do usuário foi calculada 

a partir da sua estatura para um Índice de Massa Corporal (IMC) de 25. Note na figura 

35 que para um deslocamento de apenas 5 cm resulta em uma diferença de 20 Nm. 
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Figure 35- Análise do torque que deve ser aplicado a roda para empinar a CR. 

Fonte: Autor. 

 

3.4.  Simulação do regulador linear  

Para testar o controlador proposto neste trabalho, foi elaborado um programa no 

Matlab para simular a tarefa de empinar. Veja na figura 36 a representação da cadeira de rodas 

realizando o wheelie. Logo, abaixo podemos ver também a resposta das variáveis do sistema. 

Note que o sistema fica instável depois de 1s.  
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Figure 36 – Simulação do regulador linear 

Fonte: Autor 

 

4. Conclusão 

 

Neste trabalho de Iniciação Científica, investigou-se o movimento de wheelie de 

cadeiras de roda e desenvolveram-se modelos do sistema antes e depois do levantamento das 

rodas dianteiras do chão. Os parâmetros dos modelos foram levantados experimentalmente e 

o modelo ajustado resultante foi utilizado para simular o movimento de wheelie e para projetar 

um controlador capaz de estabilizar o sistema após o levantamento, fase em que o sistema é 

instável sem o controlador. 

Este trabalho ainda continuará em desenvolvimento por um grupo de alunos do curso 

de Engenharia de Automação e Controle, incluindo o autor como trabalho de conclusão de 

curso. 
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5. Apêndice 

5.1.  Artigo publicado no 6th International Conference on Modelling, 

Simulation and Identification (MSI 2016) 
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5.2.  Desenho de Blocos para extração de dados do tacômetro 

 

 

5.3.  Filtro do sinal obtido pelo tacômetro + Cálculo do Momento de 

Inércia 

6. % foufilter3.m 

    clear, clc, close all 

 

% SINAL 

    load('.\Dados Experimentais Oscilacao\Oscilacao_Peq.mat') 

 

    plot(t,y_rpm); 

 

    Ti = input('Ti: '); 

    Tf = input('Tf: '); 

 

    Fi = 0; 

    Ff = 6; 

 

% PLOTS 

    famost = 1/(t(2)-t(1)); 

    over = 1; 

    [y,ty,xy,med] = foufilter3(y_rpm,t,Ti,Tf,over,famost,Fi,Ff); 

    figure(1) 

    plot(t,y_rpm,'-c',ty,y,'-k') 
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    grid 

 

% Determinação dos picos 

amp_max = ones(1,100);      pos_max = zeros(1,30); 

n_max = 1;                  flag_max = 1; 

count_max = 0;              value_max = 0; 

T = length(ty); 

for i=1:T-1 

    if (y(i+1) > y(i)) && (y(i+1) > amp_max(n_max)) 

        amp_max(n_max) = y(i+1); 

        value_max = y(i+1); 

        flag_max = 1; 

        pos_max(n_max) = i; 

    end 

 

    if flag_max == 1 && value_max == amp_max(n_max) 

        count_max = count_max + 1; 

    end 

    if count_max == 720; 

        n_max = n_max + 1; 

        count_max = 0; 

        flag_max = 0; 

        value_max = 0; 

    end 

end 

 

% Rebatimento % 

p = length(pos_max); 

new_pos_max(1:p) = pos_max(1:p); 

harm = zeros(T,1); 

n_p=1; 

for i=1:T 

    if n_p < n_max-3 

        t_dif = t(new_pos_max(n_p+2))-t(new_pos_max(n_p)); 

    else 

        t_dif = t(new_pos_max(n_p+1))-t(new_pos_max(n_p-1)); 

    end 

    modulo = mod(n_p,2); 

    if(modulo==1) 

        if t(i) < t(new_pos_max(n_p))+t_dif/4 

            harm(i) = y(i); 

        else 

            harm(i) = -y(i); 

            if t(i) > t(new_pos_max(n_p))+ 3*t_dif/4 && n_p < n_max-2 

                n_p = n_p + 1; 

            end 

        end 

    else 

        harm(i) = y(i); 

        if t(i) > t(new_pos_max(n_p))+ 3*t_dif/4 && n_p < n_max-2 

            n_p = n_p + 1; 
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        end 

    end 

end 

 

fig2 = figure; 

plot(ty,harm) 

title('Dados Extraidos do Experimento') 

legend('Oscilaçao Harmônica do Experimento') 

xlabel('Tempo em segundos (s)') 

ylabel('Rotação em RPM') 

hgexport(fig2, 'figure2.jpg', hgexport('factorystyle'), 'Format', 'jpeg'); 

 

% Momento de Inercia % 

w = sys_wheelchair; 

for n=1:n_max-3 

    T(n) = t(pos_max(n+2))-t(pos_max(n)); 

    J(n) = moment_of_inertia(w.Mc,w.g,w.l,T(n)); 

end 

%f_amort_med = median(f_amort); 

Jmed = median(J) 

 

6.1.  Centro de massa do usuário 

 

function [ q, Jr ] = parameters(varargin) 

    %  [q, Jr] : Function returns the vector formed by the rear axle and 

    %  center of mass. In addition, it returns the moment of inertial. 

    % 

    %  H:  Height of the user 

    %  Px: Longitutinal distance between pelvis and rear axle 

    %  Py: Horizontal distance between pelvis and rear axle 

    %  M:  Mass of the user 

    % 

    %  q: [qx qy]: Vector of the center of mass to center of wheel 

    %  Jpg: Moment of Inertial in Gp coordinates 

 

    % Inputs of the function 

    H  = varargin{1}; 

    Px = varargin{2}; 

    Py = varargin{3}; 

    switch nargin 

        case 3 

            M  = 25*H^2;     % Using BMI 

        case 4 

            M  = varargin{4}; 

        otherwise 

            error('Unexpected inputs') 
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    end 

 

    % Angles of the joints 

    syms a1 a2 a3 a4 a5; 

 

     % Body Segment lenghts ------------------------------------------------ 

    l(1) = (2/3)*0.152*H;               % Foot 

    l(2) = 0.039*H ;                    % 

    l(3) = 0.285*H - (l(2));            % Leg - Medial malleollus - Femoral condyles 

    l(4) = 0.530*H - (l(2)+l(3));       % Thigh 

    l(5) = 0.818*H - (l(2)+l(3)+l(4));  % HAT 

 

    % Mass of each segment ------------------------------------------------ 

    m(1) = 0.0145*M;  % Mass of foot 

    m(2) = 0;         % 

    m(3) = 0.0465*M;  % Mass of leg 

    m(4) = 0.1000*M;  % Mass of thigh 

    m(5) = 0.6780*M;  % Mass of HAT - Head, arms and trunk 

 

    % Center of mass of each segment -------------------------------------- 

    cm(1) = sqrt((0.0351*H/1.8)^2+(0.0768*H/1.8)^2); % Center of Mass - foot 

    cm(2) = 0;             % 

    cm(3) = 0.433*l(3);    % Center of Mass - leg 

    cm(4) = 0.433*l(4);    % Center of Mass - thigh 

    cm(5) = 0.626*l(5);    % Center of Mass - HAT 

 

    % Radius of Gyration/Segment Length ----------------------------------- 

    rog(1) = 0.475;   % Foot 

    rog(2) = 0; 

    rog(3) = 0.302;   % Leg 

    rog(4) = 0.323;   % Thigh 

    rog(5) = 0.496;   % HAT 

 

    % Direct kinematics of ------------------------------------------------ 

    b1 = a1; 

    b2 = b1 + a2; 

    b3 = b2 + a3; 

    b4 = b3 + a4; 

    b5 = b4 + a5; 

 

    x1 = l(1)*cos(b1); 

    y1 = l(1)*sin(b1); 

    x2 = l(1)*cos(b1) + l(2)*cos(b2); 

    y2 = l(1)*sin(b1) + l(2)*sin(b2); 

    x3 = l(1)*cos(b1) + l(2)*cos(b2) + l(3)*cos(b3); 

    y3 = l(1)*sin(b1) + l(2)*sin(b2) + l(3)*sin(b3); 

    x4 = l(1)*cos(b1) + l(2)*cos(b2) + l(3)*cos(b3) + l(4)*cos(b4); 

    y4 = l(1)*sin(b1) + l(2)*sin(b2) + l(3)*sin(b3) + l(4)*sin(b4); 

    x5 = l(1)*cos(b1) + l(2)*cos(b2) + l(3)*cos(b3) + l(4)*cos(b4) + l(5)*cos(b5); 

    y5 = l(1)*sin(b1) + l(2)*sin(b2) + l(3)*sin(b3) + l(4)*sin(b4) + l(5)*sin(b5); 
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    % Stantard position of user ------------------------------------------- 

    a1 = pi; 

    a2 = -pi/2; 

    a3 = 0; 

    a4 = pi/2; 

    a5 = -pi/2; 

 

    % Coordinates of joints ----------------------------------------------- 

    X(1) = 0; 

    Y(1) = 0; 

    X(2) = eval(x1); 

    Y(2) = eval(y1); 

    X(3) = eval(x2); 

    Y(3) = eval(y2); 

    X(4) = eval(x3); 

    Y(4) = eval(y3); 

    X(5) = eval(x4); 

    Y(5) = eval(y4); 

    X(6) = eval(x5); 

    Y(6) = eval(y5); 

 

    % Coordinates of center of mass for each segment ---------------------- 

    cx1 = 0.5*l(1)*cos(b1); 

    cy1 = 0.5*l(1)*sin(b1); 

    cx2 = l(1)*cos(b1) + 0.5*l(2)*cos(b2); 

    cy2 = l(1)*sin(b1) + 0.5*l(2)*sin(b2); 

    cx3 = l(1)*cos(b1) + l(2)*cos(b2) + (l(3)-cm(3))*cos(b3); 

    cy3 = l(1)*sin(b1) + l(2)*sin(b2) + (l(3)-cm(3))*sin(b3); 

    cx4 = l(1)*cos(b1) + l(2)*cos(b2) + l(3)*cos(b3) + (l(4)-cm(4))*cos(b4); 

    cy4 = l(1)*sin(b1) + l(2)*sin(b2) + l(3)*sin(b3) + (l(4)-cm(4))*sin(b4); 

    cx5 = l(1)*cos(b1) + l(2)*cos(b2) + l(3)*cos(b3) + l(4)*cos(b4) + cm(5)*cos(b5); 

    cy5 = l(1)*sin(b1) + l(2)*sin(b2) + l(3)*sin(b3) + l(4)*sin(b4) + cm(5)*sin(b5); 

 

    Cx(1) = eval(cx1); 

    Cy(1) = eval(cy1); 

    Cx(2) = eval(cx2); 

    Cy(2) = eval(cy2); 

    Cx(3) = eval(cx3); 

    Cy(3) = eval(cy3); 

    Cx(4) = eval(cx4); 

    Cy(4) = eval(cy4); 

    Cx(5) = eval(cx5); 

    Cy(5) = eval(cy5); 

 

    % Fix the (0,0) in the pelvis 

    X  = X + (l(1) + l(4)); 

    Y  = Y - (l(2) + l(3)); 

    Cx = Cx + (l(1) + l(4)); 

    Cy = Cy - (l(2) + l(3)); 

 

    % Center of Mass of the Pacient --------------------------------------- 
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    CMpx = 0; CMpy = 0; Mt = 0; 

    for i=1:5 

        if i<5                          % foot, leg and thigh (2X) 

            CMpx = CMpx + 2*Cx(i)*m(i); 

            CMpy = CMpy + 2*Cy(i)*m(i); 

            Mt = Mt + 2*m(i); 

        else                            % HAT (1K) 

            CMpx = CMpx + Cx(i)*m(i); 

            CMpy = CMpy + Cy(i)*m(i); 

            Mt = Mt + m(i); 

        end 

    end 

    CMpx = CMpx/Mt; 

    CMpy = CMpy/Mt; 

 

    % Moment of Inertia of Pacient in CMp --------------------------------- 

    Jog = zeros(5,1); Jo = zeros(5,1); 

    for i=1:5 

        Jo(i) = m(i) * (l(i) * rog(i))^2;   % Moment of Inertia for each joint 

        if i<5                              % foot, leg and thigh (2X) 

            Jog(i)= 2*(Jo(i) + m(i) * ((Cx(i)-CMpx)^2 + (Cy(i)-CMpy)^2));% (Cx, Cy) : Center 

of Mass of each Joint 

                                                                         % (CMpx, CMpy) : 

Center of Mass of User 

        else                                % HAT (1X) 

            Jog(i)= Jo(i) + m(i) * ((Cx(i)-CMpx)^2 + (Cy(i)-CMpy)^2);   % (Cx, Cy) : Center 

of Mass of each Joint 

                                                                        % (CMpx, CMpy) : 

Center of Mass of User 

        end 

    end 

    Jpg = sum(Jog); % Sum of the Moment of Inertia 

 

    w = sys_wheelchair; 

 

    % Moment of Inertia of Wheelchair in CMc ------------------------------ 

    Jcg  = w.Jc;    % [kg*m^2]    Obtained experimentally 

    CMcx = 0.193;   % [m]   Obtained experimentally 

    CMcy = -0.173;  % [m]   Obtained experimentally 

 

    % Resultant center of mass -------------------------------------------- 

    CMr = zeros(2,1); 

    CMr(1,1) = (CMpx*Mt + CMcx*w.Mc) / (Mt + w.Mc); 

    CMr(2,1) = (CMpy*Mt + CMcy*w.Mc) / (Mt + w.Mc); 

 

    % Vector q ------------------------------------------------------------ 

    q = zeros(2,1); 

    q(1,1) = CMr(1,1) - Px; 

    q(2,1) = CMr(2,1) - Py; 

 

    q 
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    x = q(1,1)*w.g/(q(2,1)+w.R) 

    tau_lim = (w.Mcr + w.JR/(w.R^2))*w.R*x 

 

    % Resultant moment of inertia in CG ----------------------------------- 

    Jr = Jpg + Mt * ((CMpx - CMr(1,1))^2 + (CMpy - CMr(2,1))^2) + ... 

        Jcg + w.Mc *((CMcx - CMr(1,1))^2 + (CMcy - CMr(2,1))^2); 

 

    % Plots --------------------------------------------------------------- 

    figure 

    hold on 

    plot(X,Y,'b -o'); 

    plot(CMr(1,1), CMr(2,1), 'r x'); 

    plot(Cx, Cy, 'k d'); 

    plot(CMpx, CMpy, 'm x'); 

    plot(CMcx, CMcy, 'm x'); 

    plot(Px, Py, 'k x'); 

    circle(Px,Py,0.305, 'k'); 

 

    title('Center of Mass of the Human Body'); 

    axis([-1 1 -1 1.5]); 

    axis equal; 

    xlabel('Meters [m]'); 

    ylabel('Meters [m]'); 

    grid 

 

end 

 

6.2. Torque necessário para realizar o wheeling  

N = 40;                         % Number of interaction 

h_step = linspace(1.6, 1.9, N); % Height of the user 

m_step = 25.*h_step.^2;         % Using BMI 25 

 

% Wheelchair parameters 

w = sys_wheelchair; 

 

% Center of Gravity of wheelchair 

CG_wc = [0.193; -0.173];        % Em relação ao hip 

 

% Deslocamento 

d_step = linspace(-0.05, 0.15, N); 

 

% Center of Gravity for the users (1.6 - 1.9 m) 

CG_step     = zeros(2,N); 

torque_step = zeros(2,N); 

 

[X,Y] = meshgrid(d_step, h_step); 
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CGx = zeros(length(h_step), length(d_step)); 

CGy = zeros(length(h_step), length(d_step)); 

for i=1:N 

    cgi = solveCG(h_step(i), m_step(i)); 

    CG_step(1,i) = cgi(1,1); 

    CG_step(2,i) = cgi(2,1); 

 

    for ii=1:length(d_step) 

        CGx(i,ii) = (CG_step(1,i)*m_step(i) + CG_wc(1,1)*w.Mcr)/(m_step(i) + w.Mcr) + 

d_step(ii); 

        CGy(i,ii) = (CG_step(2,i)*m_step(i) + CG_wc(2,1)*w.Mcr)/(m_step(i) + w.Mcr); 

 

        torque_step(i,ii) = w.R*(((w.Mcr+m_step(i)) + 2*(w.JR/w.R^2 + ... 

            w.Jr/w.r^2))*CGx(i,ii)*w.g/(CGy(i,ii) + 0.5356) + w.FR + w.Fr); 

    end 

end 

 

contourf(X.*100, Y, torque_step, 'ShowText', 'on') 

    title('Lift off torque [N.m]') 

    xlabel('Longitudinal distance of rear axle and hip [cm]'); 

    ylabel('User’s stature[m]'); 

 

% Add mass 

hold on 

box off 

a2 = axes('YAxisLocation', 'Right'); 

set(a2, 'color', 'none'); 

set(a2, 'XTick', []); 

set(a2, 'YLim', [m_step(1) m_step(end)]); 

a2.YLabel.String = 'Mass of the user [kg]'; 

6.3.  Função para simular graficamente a lei de controle 

7. function drawWheelchair(time, pos, phio, phi, extents) 

% drawWheelchair(time,pos,phi, extents) 

% 

% INPUTS: 

%   time = [scalar] = current time in the simulation 

%   pos = [scalar] = position of the rear axle 

%   extents = [xLow, xUpp, yLow, yUpp] = boundary of the draw window 

% 

% OUTPUTS: 

%   --> Draw of the wheelchair, "at least, part of the wheel" 

 

% Make plot objects global 

global pushrimHandle r_wheelHandle r_axleHandle ... 

        f_wheelHandle f_axleHandle chairHandle; 

 

wheelColor = [0.96, 0.96, 0.96];   % [R, G, B] 
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r_wheel_size = 24*0.0254; 

f_wheel_size = 8*0.0254; 

pushrim_size = 20*0.0254; 

diff_wp = (r_wheel_size - pushrim_size)/2; 

 

vec_wheelx = 0.650;                                   % Vector between rear and front 

wheel 

vec_wheely = (f_wheel_size-r_wheel_size)/2;           % Vector between rear and front 

wheel 

vec_wheelx = vec_wheelx*cos(phio-phi) - vec_wheely*sin(phio-phi); % rotational of the 

vector 

vec_wheely = vec_wheelx*sin(phio-phi) + vec_wheely*cos(phio-phi); % rotational of the 

vector 

 

f_wheel_posx =  vec_wheelx + pos; 

f_wheel_posy =  vec_wheely + r_wheel_size/2; 

 

vec_chairx = 0; 

vec_chairy = 0.59; 

vec_chairx = vec_chairx*cos(phio-phi) - vec_chairy*sin(phio-phi); % rotational of the 

vector 

vec_chairy = vec_chairx*sin(phio-phi) + vec_chairy*cos(phio-phi); % rotational of the 

vector 

 

px = vec_chairx + pos; 

py = vec_chairy + r_wheel_size/2; 

 

% Title and simulation time: 

title(sprintf('Whelling simulation ... t = %2.2f%',time)); 

 

% Draw the pole: 

if isempty(chairHandle) 

    chairHandle = plot([pos, px], [r_wheel_size/2, py],... 

        'LineWidth',4,... 

        'Color',[1,0,0]); 

else 

    set(chairHandle,... 

        'xData',[pos, px],... 

        'yData',[r_wheel_size/2, py]); 

end 

 

% Draw the wheel: 

if isempty(r_wheelHandle) 

    r_wheelHandle = rectangle(... 

        'Position',[pos-r_wheel_size/2 0 r_wheel_size r_wheel_size],... 

        'Curvature',[1,1],...   % <-- Draws a circle... 

        'LineWidth',4,... 

        'FaceColor',wheelColor,... 

        'EdgeColor',0.1*wheelColor); 

else 

    set(r_wheelHandle,... 
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        'Position',[pos-r_wheel_size/2 0 r_wheel_size r_wheel_size]); 

end 

 

% Draw the pushrim: 

if isempty(pushrimHandle) 

    pushrimHandle = rectangle(... 

        'Position',[pos-pushrim_size/2 diff_wp pushrim_size pushrim_size],... 

        'Curvature',[1,1],... 

        'LineWidth',2,... 

        'FaceColor',wheelColor,... 

        'EdgeColor',0.1*wheelColor); 

else 

    set(pushrimHandle,... 

        'Position',[pos-pushrim_size/2 diff_wp pushrim_size pushrim_size]); 

end 

 

% Draw the front wheel: 

if isempty(f_wheelHandle) 

    f_wheelHandle = rectangle(... 

        'Position',[f_wheel_posx-f_wheel_size/2 f_wheel_posy-f_wheel_size/2 f_wheel_size 

f_wheel_size],... 

        'Curvature',[1,1],... 

        'LineWidth',4,... 

        'FaceColor',wheelColor,... 

        'EdgeColor',0.1*wheelColor); 

else 

    set(f_wheelHandle,... 

        'Position',[f_wheel_posx-f_wheel_size/2 f_wheel_posy-f_wheel_size/2 f_wheel_size 

f_wheel_size]); 

end 

 

% Draw the rear axle: 

if isempty(r_axleHandle) 

    r_axleHandle = rectangle(... 

        'Position',[pos-0.01 r_wheel_size/2-0.01 0.02 0.02],... 

        'Curvature',[1,1],... 

        'LineWidth',2,... 

        'FaceColor',[1,1,1],... 

        'EdgeColor',[0,0,0]); 

else 

    set(r_axleHandle,... 

        'Position',[pos-0.01 r_wheel_size/2-0.01 0.02 0.02]); 

end 

 

% Draw the rear axle: 

if isempty(f_axleHandle) 

    f_axleHandle = rectangle(... 

        'Position',[f_wheel_posx-0.01 f_wheel_posy-0.01 0.02 0.02],... 

        'Curvature',[1,1],... 

        'LineWidth',2,... 

        'FaceColor',[1,1,1],... 
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        'EdgeColor',[0,0,0]); 

else 

    set(f_axleHandle,... 

        'Position',[f_wheel_posx-0.01 f_wheel_posy-0.01 0.02 0.02]); 

end 

 

% Format the axis so things look right: 

axis equal; axis(extents); axis off; 

 

% Push the draw commands through the plot buffer 

drawnow; 

 

end 

  

7.1. Modelo não linear 

8. function [sys,x0,str,ts,simStateCompliance] = modelo_naolinear(t,x,u,flag,pars) 

switch flag 

    case 0 

        Phi_i = pars.phi0;   % ângulo inicial 

        xi = [Phi_i 0 0 0]'; % estado inicial 

        [sys,x0,str,ts,simStateCompliance] = mdlInitializeSizes(xi); 

    case 1 

        sys = mdlDerivatives(t,x,u,pars); 

    case {2,9} 

        sys = []; 

    case 3 

        sys = mdlOutputs(t,x); 

    otherwise 

        DAStudio.error('Simulink:blocks:unhandledFlag', num2str(flag)); 

end 

 

function [sys,x0,str,ts,simStateCompliance] = mdlInitializeSizes(xi) 

sizes = simsizes; 

sizes.NumContStates  = 4; 

sizes.NumDiscStates  = 0; 

sizes.NumOutputs     = 4; 

sizes.NumInputs      = 2; 

sizes.DirFeedthrough = 0; 

sizes.NumSampleTimes = 1; 

 

sys = simsizes(sizes); 

str = []; 

x0  = xi; 

ts  = [0 0];   % sample time: [periodo, offset] 

simStateCompliance = 'DefaultSimState'; 

 

function sys = mdlDerivatives(t,x,u,pars) 
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     Jc = pars.Jc;         % Momento Inércia cadeira (Kg.m2) 

      g = pars.g;          % Aceleração gravitacional 

     Mr = pars.Mr;         % Massa de uma roda (kg) 

     Mc = pars.Mc;         % Massa (kg) 

     JR = pars.Jr;         % Momento de Inercia da roda traseira (Kg.m2) 

      R = pars.R;          % Raio da roda traseira(m)- diametro 22" 

      l = pars.L;          % Distancia até o centro de gravidade (m) 

      H = pars.H; 

  Phi_i = pars.phi0; 

     Px = pars.Px; 

     Py = pars.Py; 

tau_lim = pars.tau_lim; 

 

      M =[ JR+(Mr+Mc)*(R^2)   Mc*R*l*cos(x(1)) 

           Mc*R*l*cos(x(1))   Jc+Mc*l^2        ]; 

 

      K = [ -Mc*R*l*(x(2))^2*sin(x(1)) 

            -Mc*g*l*sin(x(1))          ]; 

 

      A = inv(M)*( [1;-1]*u(1) - K );         % u1 = Tau 

 

    sys =  [ x(2) 

             A(2) 

             x(4) 

             A(1) ]   +   [0; 1; 0; 0]*u(2);  % u2 = distúrbio 

 

function sys = mdlOutputs(t,x) 

    sys = x; 

 

9. Referências bibliográficas 

Ackermann, M.; Leonardi, F.; Costa, H.R.; Fleury, A.T., “Modeling and optimal control 

formulation for manual wheelchair locomotion: the influence of mass and slope on 

performance”, IEEE BioRob 2014, São Paulo, 6 pgs., 2014. 

Alber, Sistema Modular E-Motion, http://www.alber.de – consultado em 03/2014. 

Becker, M., “Aplicação de Tecnologia Assistida e Técnicas de Controle em Cadeiras de Rodas 

Inteligentes”, Tese de Doutorado, Universidade Estadual de Campinas, 147 folhas, 

2012. 

Cooper, R. A., Ohnabe, H., & Hobson, D. A. (2007). An introduction to rehabilitation 

engineering. Boca Raton: Taylor & Francis.  



 
 

Centro Universitário da FEI 

Projeto de pesquisa 

            

 
 

 

73 de 74 

 

Cooper, R. A., Quatrano, L. A., Axelson, P. W., & Harlan, W. (1999). Research on physical 

activity and health among people with disabilities: a consensus statement. Journal of 

rehabilitation research and development, 36(2), 142. 

Cossalter, V. (2006). Motorcycle dynamics. Estados Unidos: Lulu.  

Denison, I. “Manual Wheelchair Skills”. Equipment Evaluation Service, 2013. 

Genta, G., & Delprete, C. (1994). Some considerations on the experimental determination of 

moments of inertia. Meccanica, 29(2), 125-141. 

Gordon, J., Kauzlarich, J. J., & Thacker, J. G. (1989). Tests of two new polyurethane foam 

wheelchair tires. J Rehabil Res Dev, 26(1), 33-46. 

Hofstad, M., & Patterson, P. E. (1994). Modelling the propulsion characteristic of a standard 

wheelchair. Journal of rehabilitation research and development, 31, 129-129. 

Kamenetz, H. L. (1969). A brief history of the wheelchair. Journal of the history of medicine 

and allied sciences, 24(2), 205-210. 

Kauzlarich, J. J., and J. G. Thacker. "A theory of wheelchair wheelie performance." Journal 

of rehabilitation research and development 24.2 (1986): 67-80. 

Kirby, R. Lee, et al. "The manual wheelchair wheelie: A review of our current understanding 

of an important motor skill." Disability and Rehabilitation: Assistive Technology 1.1-2 

(2006): 119-127. 

Kirby, R. Lee, Judy A. Lugar, and Catharine Breckenridge. "New wheelie aid for wheelchairs: 

controlled trial of safety and efficacy." Archives of physical medicine and rehabilitation 

82.3 (2001): 380-390. 

Silva, O. M.; Del’acqua, R. J. Cadeira de rodas e sua evolução histórica - Tecnologia Assistiva 

- Centro de Referências FASTER – 2005. Disponível em: 

<http://www.crfaster.com.br/cadeira%20rodas.htm> Acesso em 08 Ago. 2015 

Takahashi, Yoshihiko, et al. "Back and forward moving scheme of front wheel raising for 

inverse pendulum control wheel chair robot." Robotics and Automation, 2001. 

Proceedings 2001 ICRA. IEEE International Conference on. Vol. 4. IEEE, 2001. 

Takahashi, Yoshihiko, Nobutake Ishikawa, and Tomomichi Hagiwara. "Soft raising and 

lowering of front wheels for inverse pendulum control wheel chair robot." Intelligent 



 
 

Centro Universitário da FEI 

Projeto de pesquisa 

            

 
 

 

74 de 74 

 

Robots and Systems, 2003. (IROS 2003). Proceedings. 2003 IEEE/RSJ International 

Conference on. Vol. 4. IEEE, 2003. 

Takahashi, Yoshihiko, Shigenori Machida, and Shinobu Ogawa. "Analysis of front wheel 

raising and inverse pendulum control of power assist wheel chair robot." Industrial 

Electronics Society, 2000. IECON 2000. 26th Annual Confjerence of the IEEE. Vol. 1. 

IEEE, 2000. 

Takahashi, Yoshihiko, Shinobu Ogawa, and Shigenori Machida. "Front wheel raising and 

inverse pendulum control of power assist wheel chair robot." Industrial Electronics 

Society, 1999. IECON'99 Proceedings. The 25th Annual Conference of the IEEE. Vol. 

2. IEEE, 1999. 

Takahashi, Yoshihiko, Shinobu Ogawa, and Shigenori Machida. "Step climbing using power 

assist wheel chair robot with inverse pendulum control." Robotics and Automation, 

2000. Proceedings. ICRA'00. IEEE International Conference on. Vol. 2. IEEE, 2000. 

Van der Woude, L. H. V., Veeger, H. E. J., Dallmeijer, A. J., Janssen, T. W. J., & Rozendaal, 

L. A. (2001). Biomechanics and physiology in active manual wheelchair 

propulsion. Medical engineering & physics, 23(10), 713-733. 

Winter, David A. Biomechanics and motor control of human movement. John Wiley & Sons, 

2009 


